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Mémoire 


de M. M. SMOLUCHOWSKI m. c., 
présenté dans la séance du 7 Juillet 1913. 


(& 1). Die bisherige Theorie der Brown’schen Molekularbewe- 
gung, welche in verschiedenen Formen, aber mit übereinstimmenden 
Resultaten von Einstein, Smoluchowski u. a. entwickelt 
worden ist, bezieht sich auf den durch größtmögliche Einfachheit 
ausgezeichneten Fall, daß auf die Teilchen, welche die Bro wn’sche 
Bewegung ausführen, nur die vom umgebenden Medium stammen- 
den molekularen Impulse, aber sonst keine äußeren Kräfte einwir- 
ken. Streng genommen, ist also diese Theorie nur dann anwendbar, 
wenn die Teilchen in einem vollkommen unbegrenzten, flüssigen 
oder gasförmigen Medium von gleicher Dichte suspendiert sind. 

Im folgenden sollen dagegen einige relativ einfache Fälle allge- 
meinerer Natur untersucht werden, in welchen der Einfluß äußerer, 
auf die Teilchen wirkender Kräfte zum Ausdruck kommt. Es wird 
sich zeigen, daß wir hiedurch auf interessante Illustrationen einiger 
allgemeiner Betrachtungen der statistischen Mechanik geführt werden. 

Vorerst seien einige Hauptpunkte der üblichen Theorie kurz 
wiederholt, auf welche wir uns im weiteren berufen werden. Die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein von der Abszisse x, ausgehendes Teil- 
chen im Verlauf der Zeit 2 eine zwischen e und x --dx gelegene 
Abszisse erreiche, ist gegeben durch die Formel: 


a) Wil der e g Di de 
2VzDt 
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wo D den „Diffusionskoeffizienten“ der Teilchen bedeutet, dessen 
Wert mit der „Beweglichkeit“ y der Teilchen mittels der Beziehung 
zusammenhängt N): 


(2) DET. 


Unter Beweglichkeit ist dabei der reziproke Wert des Widerstands- 
koeffizienten verstanden, also im Falle von kugelförmigen Teilchen 
in einer zähen Flüssigkeit: 


Aus jener Formel ergibt sich das Quadratmittel der in der Zeit t 
in der X Riehtung vor sieh gegangenen Verschiebungen: 


(3) Cr DE TA 


N Brua 


Das ist jene Formel, welche durch die Messungen von Svedberg, 
Perrin, Dabrowski, Chaudesaigues, Zangger, Seddig 
u. a. so genau bestätigt worden ist. 

($ 2). Betrachten wir nun den Fall, wo das Teilchen sich in 
der Nähe einer unendlich ausgedehnten, ebenen Wand befindet, 
welche bei übermäßiger Annäherung starke abstoßende Kräfte aus- 
übt. Es entspricht das dem Verhalten einer Glaswand gegenüber 
einer wässerigen Gummigutt-Emulsion, während in anderen Emul- 
sionen Glaswände sich meistens so verhalten, als ob sie klebrig 
wären, indem die an die Wand stoßenden Teilchen an derselben 
haften bleiben. 

Im Falle einer solchen reflektierenden Wand kommt man offen- 
bar mittels der bekannten Spiegelbild-Methode zum Ziele. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein zur Zeit ¿= 0 in der Entfernung x, von 
der Wand befindliches Teilchen nach Ablauf der Zeit € eine Ent- 
fernung zwischen x und x -+-dx einnehmen werde, wird nämlich 
bestimmt sein durch die Formel 


` 


1) Bezüglich des Zahlenkoeffizienten dieser Formeln vergl. die Bemerkung in 
$ 5 meiner Arbeit: Phys. Zeitschr. 13, 1069, 1912; daselbst auch Literaturangaben. 


420 


ser: 2 z —(2—20)24Dt _|_ ,—(x+ DE 

(4) M Tri Geer) FERN da 

Diese entspricht nämlich der Superposition der Brown’schen 
Bewegungen zweier Teilchen, die von dem Punkte x, und dessen, 
zur Wand symmetrisch gelegenem Spiegelbild ausgegangen sind, unter 
der Annahme, daß die trennende Wand nicht existiert. Da aber 
für —0 ebenso wahrscheinlich ein Übergang von links nach rechts 
erfolgt, wie in umgekehrter Riehtung, so wird die Verteilung durch 
Einschieben der festen Wand x = Q nicht verändert und stellt in- 
folgedessen die Lösung des eben in Rede stehenden Problems dar. 


Die durchschnittliche, in der Zeit 2 erfolgte Verschiebung be- 
trägt hiernach: 


@-)= ee u e? dz, 
eyr ya 


wo zur Abkürzung 


e 
2VD: 

gesetzt ist. Man sieht also, daß die durchschnittliche Verschiebung 
im Grenzfall langer Zeiten t gemäß der Formel wächst: 


Dt 


lim (e — x) = 2 = 


während sie im Falle gewöhnlicher Brown’scher Bewegung natür- 
lich gleich Null bleibt, da dann positive und negative Verschiebun- 
gen gleich wahrscheinlich sind. Das mittlere Verschiebungsquadrat 
(x — x)? ist dagegen im Grenzfall sehr langer Zeiten ebenso groß, 
wie wenn die Wand nicht anwesend wäre. 

($ 3). Gehen wir nun zu dem experimentell sehr leicht realisier- 
baren Fall über, wo das Medium, innerhalb dessen die Brown’sche 
Bewegung stattfindet, durch zwei parallele reflektierende Wände 
begrenzt ist. Dann erfüllt man die Bedingung, daß die Wände den 
Übergang der Teilchen verhindern, indem man zwei unendliche 


1* 
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Reihen von Spiegelbildern superponiert. Werden die anfänglichen 
Entfernungen des Teilchens von den beiderseitigen Wänden mit 
a und b bezeichnet, so daß a bh der Abstand der letzteren ist, so 
wird die Wahrscheinlichkeit einer Verschiebung 


ae 


durch die Formel gegeben: 


oo 


1 
W (2) de = — AD NL —En(a+b)+zjaDt 
ent E A T 


n=1 


(5) + et2ma+b)-2p;4Dt +- e- [2nla+b)—2b-+2]}4Dt + g`- Ema+b)—2a EEN 
Tatsächlich verifiziert man durch Integration mit passender Anord- 
nung der Grenzen, daß 


+ 
J Podi 
ist. 


Auch sieht man ohne weiteres ein, daß diese Formel für den 
Grenzfall: 


lim € = 0 


in die gewöhnliche Formel (1) übergeht. Für den entgegengesetzten 
Grenzfall: 


lim £ = co 


kann man dagegen die obigen Summen durch Integrale ersetzen 
und gelangt so zur Formel: 


e da 
(6) lim We) dz = BER 
Das heißt, daß nach langer Zeitdauer der Einfluß der Anfangslage 


ganz verschwindet, und sämtliche Lagen innerhalb der parallelen 
Wände gleich wahrscheinlich sind, was ja zufolge der Natur der 
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Brown’schen Bewegung von vornherein zu erwarten war. Für die 
mittlere Verschiebung resultiert dann der Wert: 


ee 
a 


á 


und für das mittlere Verschiebungsquadrat: 


Dabei geht die Bewegung in den zu den Wänden tangentiellen 
Richtungen Y, Z natürlich vollkommen im Sinne der unveränderten 
Formel (1) vor sich. Das gilt aber nur, falls die Größe der Teilchen 
verschwindend klein ist im Vergleich mit deren Abständen von 
den Wänden a, b; sonst kämen noch Korrektionsglieder der Sto- 
kesschen Formel in Betracht 1), welche die Rechnung sehr kom- 
plizieren würden und offenbar eine gewisse Verlangsamung der 
Brown’schen Bewegung, sowohl in normaler wie in tangentieller 
Richtung, in der Nähe der Wände ergeben müßten. 

($ 4). Der allgemeine Charakter der zwei eben besprochenen Fälle 
ließ sich schon von vornherein voraussehen, da ja die Brown’sche 
Bewegung sozusagen eine mikroskopische Zerlegung des Diffusions- 
prozesses bildet und die Theorie der Diffusion auch den Weg zur 
theoretischen Behandlung der obigen Fälle weist. Vom theoretischen 
Standpunkt interessanter sind aber gewisse Fälle eines kontinuier- 
lichen äußeren Kraftfeldes. 

Allerdings bietet der einfachste Fall — einer konstanten Kraft — 
nicht viel Neues. Denn es läßt sich ohne weiteres voraussehen, daß 
eine solche Kraft offenbar nur eine gleichförmige Verschiebung der 
Mittellage des Teilchens zur Folge haben wird. Zieht man beispiels- 
weise das scheinbare Gewicht P eines Teilehens in Rechnung, so 
erhält man an Stelle der Formel (1): 


ex -tryPh®j4Dt dx. 


1 
7 H KR 
9 er 


1) Siche: H A. Lorentz, Abhandlungen ü. theor. Physik, I p. 23 (1906); 
J. Stock, Bull. Acad. Cracovie, 1911 p. 18; M. Smoluchowski, Proc. Intern. 
Congress of Mathematics Cambridge 1912, II p. 192, 
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Dabei bedeutet y (ebenso wie im $ 1) die Geschwindigkeit, 
welche das Teilehen unter Einfluß der konstanten Kraft Eins und 
des Reibungswiderstandes annehmen würde, und es ist vorausge- 
setzt, daß die Kraft P gegen die Nulllage hin gerichtet ist. 

Nebstbei bemerkt, gibt dies für die mittlere Verschiebung eines 
Teilchens im (unbegrenzten) Schwerefeld die Formel 


(8) (@— zo)? = 2Dt+-(y Pt}, 


wie auf Grund des Superpositionsprinzipes von vornherein zu er- 
warten war. Auch in diesem Falle sind für genügend kurze Zeiten 
die gewöhnlichen Formeln (1), (2) annähernd gültig. 

(§ 5). Nun aber wollen wir annehmen, es handle sich um Teil- 
chen, auf welche eine in die Nulllage zurückstrebende, der Entfer- 
nung x proportionale, elastische Kraft einwirke, da sich zeigen wird, 
daß dieser Fall sich durch verhältnismäßige Einfachheit der Berech- 
nung auszeichnet, aber doch neue charakteristische Züge aufweist. 

Er läßt sich auch ganz leicht verwirklichen, falls man die Größe 
x nicht als Länge, sondern als Drehungswinkel auffaßt und dem- 
entsprechend die drehende Brown’sche Molekularbewegung unter- 
sucht. Ich habe schon an anderer Stelle darauf hingewiesen, daß 
die drehenden Molekularschwankungen eines sehr kleinen Spiegels, 
der an einem Torsionsfaden aufgehängt ist, unter Umständen mei. 
bare Größe erlangen müssen 1). Bei diesen tritt eine elastische Kraft 
der eben erwähnten Art ins Spiel. 

Vor allem möge nun eine allgemeine Funktionalgleichung ab- 
geleitet werden, welche die zeitlichen Veränderungen der Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung definiert und uns im späteren zur Grund- 
lage dienen wird. Es bezeichne nämlich W Le, ze) dr die Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein anfänglich vom Punkt x, ausgegangenes 
Teilchen nach Verlauf der Zeit ¢ eine Abszisse 


z... + dx 


besitze. Ein solches Teilchen muß zur Zeit 0 irgend eine (gleiche 
oder verschiedene) Lage 


a...a—da 


1) M. Smoluchowski, Phys. Zeitschr. 13, 1069, 1912, insb. $ 16, 17. 
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eingenommen haben, und die Bewegungen in den Zeiten 9 und 
t-— 0 sind voneinander vollkommen unabhängig !). Somit setzt 
sich W(r,x,) offenbar aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
für irgend eine Mittellage œ zusammen, von denen jede sich als 
Produkt zweier Wahrscheinlichkeiten darstellt: entsprechend der Ver- 
schiebung des Teilehens von x, bis œ während der Zeit 9 und der 
Verschiebung von o bis x während der Zeit (t — 6). Es muß also 
für den Fall eines beliebigen Kraftfeldes allgemein die Gleichung 
gelten: 


+4 
(9) W (x, zo) de = dx | W (a, £o)o W (x, a), 9 da. 


($ 6). Um nun diese Gleichung auf unser Beispiel anwenden 


zu können, berufen wir uns auf den soeben behandelten Fall, in- 
dem wir uns anstatt des Gewichtes P eine elastische Kraft 


X—— ax 


wirkend denken. Dann wird die Verteilung von Teilchen, die zur 
Zeit = 0 vom Punkt x, ausgehen, nach genügend kurzer Zeit t 
ebenfalls annähernd durch die zu (7) analoge Formel 


1 
W(%,%),d2e = —— et? WteyaPlD: das 
Ze De 


gegeben sein, denn das Korrektionsglied ayx,t entspricht zwar der 
Annahme einer überall gleichen Kraft von dem für x, geltenden 
Betrag, aber der hieraus erwachsende Fehler ist natürlich desto ge- 
ringer, je kürzer wir ¢ wählen, da die Teilchen sich dann desto- 
weniger weit von x, entfernen. 

Für genügend kleine z nehmen wir also unter Verwendung der 
Abkürzung ay = 8 an: 


1 
Wie), D ee x{1—8r)]?/4Dr 3 
2yn Dr 


1) Dies bornht auf der grundsätzlich vorausgesetzten „Zufälligkeit“ der 
Brown’schen Bewegungsimpulse. 
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Daraus schließen wir unter Verwendung von Formel (9) auf die 
Verteilung im Zeitpunkt 2r: 


1 kee 
Wie. do; — Je free da = 


-00 


1 
- aD: LG — fo 


In derselben Weise fortfahrend, erhält man allgemein für die 
Verteilung zur Zeit t = nt: 


ea pre4 Dali + (181) 


ee 


1 een (1— pr)" pD + (pe. gef, 


Made Far... pp 
Nun ergibt der Grenzübergang: 


na =t lim = 0; 


die gesuchte Endformel: 


— B s~ h [(2— ae ÄDDI (ed 
(10) W(x, zdr = Var gll et dr, 

($ 7). Aus dieser Formel folgt weiter durch entsprechende In- 
tegration: die durchschnittliche Entfernung von der Gleichgewichts- 
lage, zur Zeit t: 

(11) Bene; 
der durchschnittliche Absolutwert jener Entfernung: 


(12) z| = EE =r 


das mittlere Entfernungsquadrat: 


D 
(13) We ß [1 — em] ret, 
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Man sieht natürlich, daß die Bewegung (10) tatsächlich für kurze 
Zeiten mit der gewöhnlichen Brown’schen Bewegung (1) identisch 
ist. Mit zunehmender Zeit macht sich aber die elastische Kraft fühl- 
bar, und zwar indem sie die Mittellage der Teilchen der Gleich- 
gewichtslage x—0 nähert und zugleich die Art der Verteilung mo- 
difiziert, so daß der Einfluß der Anfangslage x, allmählich ver- 
schwindet. 

Nach Ablauf einer im Vergleich zu 1/8 langen Zeit stellt sich 
eine stationäre Verteilung her: 


(14) lim Ris A Mie V x e-BæRD, 


welche offenbar nur vom Werte des Verhältnisses 8/D abhängt; 
dieses ist aber [siehe (2) und $ 6] identisch mit: 


B aa N 
D | Ho’ 


also ist im Exponenten des obigen Ausdruckes die bei Verschiebung 
aus der Nulllage in die Lage x gegen die elastische Kraft geleistete 
Arbeit ax? enthalten. Es läuft dieser Spezialfall auf ein schon an- 
derseitig bekanntes Resultat der statistischen Mechanik hinaus, 
demzufolge die Schwankungen eines molekularen Systems um die 
Gleichgewichtslage innerhalb äußerst langer Zeiten nach Maßgabe 
der Wahrscheinlichkeitsformel 


(15) W(AdA= ac Sein da 


verteilt sind, in welcher A, die dem Parameterwert À entspre- 
chende Arbeit bedeutet. Das Quadratmittel dieser Schwankungen 
bezeichnen wir im folgenden mit £? und nennen E die „mittlere 
Sehwankung“: 


. — D 
2 —— 2 — Se 
(16) E nen =. 


I 


(§ 8). Nebstbei bemerken wir, daß man die Formel (13) direkt 
auf einfache Weise gewinnen kann, indem man in unserem Falle 
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die von Langevin!) angewendete Ableitungsmethode der Formel 
(1) benützt. Man verführt dabei in analoger Weise wie bei Ablei- 
tung des Virialtheorems. Für ein jedes Teilchen gilt nämlich eine 
Bewegungsgleichung von der Form: 


(17) m—— = X — ax — 


in welcher X die von den unregelmäßigen Molekularstößen her- 
rührenden Stoßkräfte bedeutet, und die beiden anderen Glieder die 
elastische Kraft und den Reibungswiderstand vorstellen. 

Durch Multiplizieren mit x und Integrieren nach der Zeit er- 
hält man 


m d 


Š g? b dx\? 
e qi (2) = — 2y $f (ex aat + m LG Jor + Const, 


Bildet man eine derartige Gleichung für jedes einzelne Teilchen, 
summiert die entsprechenden Glieder und dividiert durch die An- 
zahl der Teilchen, so erhält man die auf die Mittelwerte bezügliche 
Gleichung: 


m die , x: f E 
SC u x:dt = kât + Const. 


Der Durchschnittswert des Gliedes 


muß nämlich gleich sein dem doppelten Betrag der auf einen Frei- 
heitsgrad entfallenden mittleren kinetischen Energie k8; der Mittel- 
wert des Gliedes 


S foxa 


1) P. Langevin, Comptes Rendus 146, 530, 1908. 
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muß aber im Vergleich zu den übrigen verschwindend klein wer- 
den, da die Molekularstöße als von x unabhängig vorausgesetzt wer- 
den, also für jedes x durchschnittlich für gleichviel Teilchen im 
positiven wie im negativen Sinne erfolgen. 

Die Differentialgleichung: 


m d? 
(18) 5350 +, ED) ae — 10 = 0 


hat offenbar zwei partikuläre Integrale von der Form 


(19) Fa = + Aer 
wobei: 
= = e RER 77 
2my 


Nun sind je nach der Größe des Elastizitätskoeffizienten œ die 
bekannten zwei Falle zu unterscheiden. Wenn 


gz 
" Bmy®’ 
so entspricht dies der bekannten, dureh Reibung gedämpften perio- 
dischen Schwingung, und das Glied ie stellt dann die von der 


Molekularbewegung herrührende Korrektion vor. Im Falle aperiodi- 
scher Bewegung 


1 
Ss Imy:’ 


welcher uns im obigen interessiert, erhält man die zwei Näherungs- 
werte 


n =— —, Va = — 2Qy. 


Das Einsetzen der auf Brown’sche Teilchen bezügliehen Zahlen- 
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werte ergibt nun für v, eine so enorme Größenordnung, daß die 
Funktion 


i 
Aen 


einen außerordentlich rasch verschwindenden Bewegungsprozeß vor- 
stellt 1). Die in der Praxis zur Beobachtung gelangenden Bewegun- 
gen sind also allein durch die zweite Lösung », repräsentiert. Setzt 
man also in (18) die Anfangsentfernung x, ein: 


a k0 
eege: +4: 
und bemerkt man, daß 
=z a ay = 
D per 


ist, so ergibt dies wieder die vorher abgeleitete Formel (13), wel- 
che natürlich ebensowohl die Lagenverteilung einer Schar von Teil- 
chen wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines einzigen Teilchens 
vorstellt. 

Diese Ableitung ist insofern interessant, als sie den allmähli- 
chen Übergang zu gewöhnlichen elastischen Schwingungen klarlegt 2). 
Leider ist sie auf andere Kraftgesetze nicht anwendbar, während 
die Methode des $ 6 sich wenigstens im Prinzip auch auf andere 
Fälle übertragen ließe, allerdings unter Bewältigung größerer ma- 
thematischer Schwierigkeiten. 

(§ 9). An den Gleichungen (10) bis (14) lassen sich bequem 
einige charakteristische Züge studieren, welche für molekulare Phä- 
nomene allgemeinere Bedeutung besitzen. 

Bekantlich hängt nach Boltzmann die Wahrscheinlichkeit ei- 
nes Zustandes (das ist die relative Häufigkeit des Vorkommens des- 


1) Es verschwindet nämlich in außerordentlich raschem Tempo der Einfluß 
der Anfangsgeschwindigkeit, und es verbleibt nur der langsam verschwindende 
Einfluß der Anfangsentfernung, was damit zusammenhängt, daß die Bewegungen 
in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen z voneinander unabhängig sind. 

3) Allerdings wären gewisse schwache Punkte der Argumentation noch ein- 


gehender klarzulegen, insbesondere die Vernachlässigung des Gliedes I /Xxdt. 
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selben innerhalb außerordentlich langer Zeit) mit dessen Entropie 
durch die bekannte Beziehung zusammen: 


S=k log W. 


Somit kann man in unserem Falle den Elongationen x der Teil- 
chen bestimmte Entropiewerte zuordnen, und zwar nach Glei- 


chung (14): 


KE Be, IRCH 
(20) S = const — kn J = const — g | | ; 


Das Maximum der Entropie entspricht selbstverständlich der 
Gleichgewichtslage x = 0. 

Die vom Punkt z, ausgehenden Teilchen bewegen sich nun im 
ersten Augenblicke rein „Brow misch“, d. i. in Übereinstimmung 
mit (1), also bewegen sie sich (annähernd) ebenso wahrscheinlich im 
Sinne zunehmender wie im Sinne abnehmender Entropie. Und die- 
ser Satz gilt auch für jeden beliebigen späteren Zeitpunkt, da der 
Beginn der Beobachtungszeit natürlich willkürlich ist. 

Handelt es sich aber um eine längere Beobachtungsdauer, so ist 
für den weiteren Verlauf der Bewegung das Verhältnis der An- 
fangselongation x, zur mittleren Schwankung & (16) maßgebend. 
Ist der Anfangszustand sehr „anormal“, das heißt, ist x, sehr groß 
im Vergleich zur mittleren Schwankung é, so sinkt die große Mehr- 
zahl der Teilchen schon nach kurzer Zeit unter den Anfangswert 
x, hinab, das heißt, sie bewegen sich im Sinne wachsender Entro- 
pie. Denn die Größe des Zeitintervalles At, nach dessen Verlauf 
beispielsweise fünfmal so viel Teilchen sich unter x, befinden, als 
über x,, wird durch die Bedingungsgleichung für At definiert sein: 


Xo oo 
(21) A Wat) ds = 5 m Wild, 
d. J 


Das Einsetzen der Ausdrücke (10) ergibt für At die Beziehung: 
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wobei z eine reine Zahlengröße bedeutet, nämlich die Zahl, welehe 


der Gleichung 
a 
2 
= [tat 
Vx 


genüge leistet, das ist ungefähr: z — 0:68. 

Handelt es sich also um sehr anormale Anfangszustände, so fin- 
det man durch Reihenentwieklung des Logarithmus den Näherungs- 
wert: 


ICH 
(22) 4= 5.) : 
welcher zeigt, wie sehr jenes „Verzögerungsintervall“ At mit Zu- 
nahme des Abnormalitätsverhältnisses (x,/£) abnimmt. 

Ist jedoch der Ausgangspunkt innerhalb des mittleren Schwan- 
kungsbereiches £ gelegen, so daß 


ist, so hat die Gleichung (21) keine Lösung für At, denn 
dann ist überhaupt keine Tendenz zur Entropiezunahme vorhanden, 
sondern es tritt im Gegenteil im Mittel eine Entropieabnahme ein. 

In direkter Weise zeigt auch die Gleichung (13), daß das Qua- 
dratmittel der Elongationen der Teilchen mit der Zeit zu oder ab- 
nimmt, je nachdem der Ausgangspunkt innerhalb oder außerhalb 
des mittleren Schwankungsbereiches gelegen ist, und daß es sich 
asymptotisch dem Werte 5? nähert. 

(§ 10). Es ist somit klar, daß derartige Vorgänge in desto hö- 
herem Grade den Charakter der Irreversibilität annehmen, je anor- 
maler der Anfangszustand ist. Auch der Vergleich der Gleiehungen 
(11), (13) lehrt, daß die molekularen Schwankungen gar nicht in 
Betracht kommen, wenn x, sehr groß ist im Verhältnis zu é, indem 
sich dann alle Teilchen fast genau nach der gewöhnlichen Reibungs- 
formel 


= OY 
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bewegen. Natürlich ist diese Irreversibilität nur scheinbar, da wir 
gesehen haben, daß in jedem Moment die beiden Bewegungsrich. 
tungen gleich möglich sind, und da wirklich immer eine durch (10) 
genau angegebene Wahrscheinlichkeit zur Erreiehung eines belie- 
bigen Zustandes von einem beliebigen Ausgangspunkt besteht, da- 
her auch die ursprüngliche Lage in genügend langen Zeiträumen 
wieder erreicht wird. 

An anderer Stelle!) habe ich, an die (dort ohne Beweis angege- 
benen) Formeln der $$ 6,7 auknüpfend, gezeigt, wie man sogar zu 
einer Schätzung der „Wiederkehrzeit“ eines stark anormalen Zu- 


standes gelangen kann. Für die Größenordnung derselben fand ich 
den Ausdruck: 


(23) T = V2r & 49? 


e 


D % 


dessen kolossales Anwachsen mit Zunahme der Abnormalität be- 
greiflich macht, warum in der Praxis die Wiederkehr stark abnor- 
maler Zustände nie beobachtet wird. 

($ 11). Die prinzipielle Reversibilität aller derartigen Vorgänge 
kommt auch darin zum Vorschein, daß dieselbe Formel (10) ohne 
Zeichenwechsel auch für umgekehrte Zeitfolge gilt, indem sie näm- 
lich die Wabrscheinlichkeit bezeichnet 2), daß ein Teilchen, welches 
sich momentan in x, aufhält, sich vor der Zeit £ im Bereiche 


x...& + dx 
befunden habe. 


Es folgt dies unmittelbar schon aus der Betrachtung des stati- 
stischen Gleichgewichts der den stationären Zustand charakterisie- 
renden Bewegungsvorgänge. Aber es läßt sich das noch in folgender 
spezieller Weise erläutern: 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen eines derartigen, lange 
Zeit sich selbst überlassenen Systems sich im Bereiche 


1) Vortrag über: „Gültigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes der Wärme- 
theorie“ im Göttinger Vortragszyklus, April 1913, welcher demnächst bei Teubner 
(Leipzig) in Druck erscheinen wird. 

3) Als Wahrscheinlichkeit können wir dabei den Prozentsatz der günstigen 
Fälle definieren, welcher sich während äußerst langer, von außen nicht gestörter 
Vorgangsdauer einstellen würde, 
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Lo +. To dr 


befinde, beträgt nach Analogie mit (14) 


Rënn Ve CMP Ta. 


Das Produkt dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (10), nämlich 


B 2D ` Le-3Ét 
= — = ei d 
ane W{x,x)dxdæ, T yı su e dxdx, 


bezeichnet somit die Wahrscheinliehkeit, daß ein Teilchen sich an- 
fangs im Bereich 


du. Lo + ds, 
und daß es sich zu einem um # späteren Zeitpunkt im Bereiche 


x...2 + dx 


aufhalte, oder was dasselbe heißt: daß es sich anfangs in x befinde 
und zu einem um £ früheren Zeitpunkt in x, befunden habe. 
Dividiert man also jenen Ausdruck durch (14), so folgt 


ëch 


a A Sc 
Sen EM 
Han D em‘ ey 


als Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen, welches sich in x befin- 
det, sich vor der Zeit £ in 


To --- Zo + dr, 


aufgehalten habe. Werden x und x, vertauscht, so folgt daraus eben 
die zu beweisende Behauptung. Selbstverständlich setzt sich die sta, 
tionäre Verteilung (14) aus lauter nach dem Schema (24) verlau- 
fenden Elementarvorgängen zusammen und sie ergibt sich tatsäch- 
lich aus jenem Ausdrucke durch Integration nach x, zwischen den 
Grenzen — co und -+ oo. 
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Was übrigens die Bewegungsvorgänge innerhalb des mittleren 
Schwankungsbereiches anbelangt, so kommt in denselben auch jene 
scheinbare Irreversibilität des $ 10 nicht zum Vorschein, und die 
Vorgänge haben einen der gewöhnlichen Brown’schen Bewegung 
verwandten Charakter. 

Darin scheint mir eben das Hauptinteresse dieses Beispiels zu 
liegen, daß man an demselben zum ersten Mal Gelegenheit hat, den 
graduellen Übergang von scheinbarer thermodynamischer Irreversi- 
bilität zur regellosen Molekularbewegung im Detail zu verfolgen. 

Analog werden sich auch z. B. Gummigutt-Teilchen verhalten, 
welche, der Schwere folgend, sich vorzugsweise in der Nähe des 
Gefäßbodens aufhalten müssen. Für diesen Fall haben bekanntlich 
Perrin und dessen Mitarbeiter die mit der Zeit sich einstellende 
stationäre Verteilung (entsprechend der Gleiehung (14) unseres Bei- 
spieles) experimentell studiert und haben deren Übereinstimmung 
mit der allgemeinen theoretischen Formel (15) nachgewiesen. Die 
Ableitung der Formel, welche unserer (10) entsprechen würde, 
stößt jedoch in diesem Falle auf größere rechnerische Schwierig- 
. keiten wegen der durch den Gefäßboden bedingten Diskontinuität, 
und sind auch experimentelle Untersuchungen hierüber noch aus- 
ständig. Weitere Aufschlüsse bezüglich dieses Punktes hoffe ich in 
Zukunft erbringen zu können. 
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